Deret Fourier
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Fungsi f(x) dikatakan periodik apabila nilai fungsi tersebut
berulang pada interval reguler .

Interval reguler antara pengulangan adalah periode dari
osilasi.
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e (a)y=sinx
— Contoh nyata dari fungsi periodik adalah y = sin x.
— Periodenya 360° atau 2rt dengan amplituda maksimum =1

amplitude

X
amplitude
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period = 27




e (b)y=5sin 2x
— Amplitudanya adalah 5.
— Periodanya adalah 180° dan ada 2 gelombang penuh dalam 360°.

e (c)y=Asinnx

— Dari dua contoh sebelumnya, maka bisa disimpulkan bahwa fungsiy =
A sin nx mempunyai amplituda A dan periode = 360°/n dan ada n buah
gelombang penuh dalam 360°.
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Contoh
— Pada kasus berikut, sumbu x memuat skala dari t dalam mili detik.
@ vy
4 -
f(t) X .
0 J}.—}J3 H py— period = 8 ms
period

period = 6 ms...

period =.5 ms..
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0 4 6 10 12 X
— Antarax=0danx=4,y=3, berartif(x)=3 0<x<4
— Antarax=4danx=6,y=0, berartif(x) =0 4<x<6
— Jadi kita bisa mendefinisikan fungsi sebagai

f(x)={g O<x<4

4 <x<6
f(x+6)=Ff(x)

— Baris terahir menandakan bahwa fungsi adalah periodik dengan
periode 6 satuan.

\



Example 2

In this case

(@) Betweenx=0andx=2,y=x ie.f(x)=x 0<x<2
) Betweenx=zandx=6,y=—§+3, ie. f(x)=3——;- 2<x<6
(c) The period is 6 units ie f(x+6)=f(x).
So we have
X O<x<2
f(x)={3__;_ 2<x<6

fx+6) = f(x).



Example 3
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— Nyatakan fungsi periodik berikut secara analitik




e Jawaban

x O<x<4

* (a) fu%={4 4<x<7

0 7<x<9
Fx+9) = f(x).
§2‘_ O<x< 4
) 4
* (b) f=97-x 4<x<10
-3 10<x <13

fx+13) = f(x).

-1 O<x<2
e (c) f(X)={3 2<X<S

-1 S<x<7

fx+7) = ().
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dx=[xr =27
cosnxdx =0
sinnxdx =0
e lifm=n
cosmx cosnxdx = nb,;, Where b =
—7 OQif m#n

(0mn is called the Kronecker delta)

sinmx sinnx dx = wbmn

cosmxsinnxdx =0
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e Jika suatu fungsi f(x) mempunyai periode 2, maka deret
fourier fungsi tersebut adalah:

f(x)= % + Z(aM cosnx + b, sin nx)
n=1

e a,dan b, adalah konstanta yang disebut koefisien fourier.

* Dimana a0=2i7r[ f(x) dx, an=1f f(x)cosnxdx (n#0),

-
dan

b, =%J f(x) sinnx dx.



Contoh 1

y Find the Fourier series for the
function shown.

______ 4, —_—————
Consider one cycle between
Xx=—mand x = m.

—r —g 0 -% m X
¢ Vi4
0 —7T<X<—§
The function can be defined by f(x) =< 4 —7—;<x <g
T
\O §<x<w

Fx+2m) = F(x).

o0
(a) As before f(x) = %ao + Z{an cosnx + b, sinnx}
n=1



1 —7/2 /2 7r
dg = — J Odx + r 4dx + J Odx
™ —7 —7/2 w/2

1 7('/2
= — [4)(] C.a0=4
T —7/2
(b) To find ay,
rﬂ'
an =% f(x)cosnxdx
1 [ o—m/2 /2
" an=—4J (O)cosnxdx+J-W 4cosnxdx+JW (0) cos nx dx
T —T —7'(/2, 7('/2
a —isinE
" 2
If n is even a, =0
Ifn=1,5,09,... an=£
nmw
8
Ifn=3,711,... an = ——



(©) To find b,

bn=% f(x)sinnxdx=............
1 ( —7/2 /2 T
b, = —« J (O)sinnxdx-kj 4sinnxdx+J
T | J-m —7[2 72
/2 _ /2
=EJ sinnxdx=—[ cosnx]
TJ-n/2 n —m/2
4 nm —nm
= cosi—cos T)} =0

(0) sin nx dx}

" bn:O

So with gy = 4; a, as stated above; b,, = 0; the Fourier series is

f(x) =2+%

1
{cosx ——c053x+1c055x —lcos 7x+ .. }

3
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Example 2

Determine the Fourier series to
represent the periodic function
shown.

27

47

X

It is more convenient here to take the limits as O to 2.

y

L

f(x)

27

The function can be defined as
f(x)=% 0<x<2m

f(x+27)=f(x) i.e. period = 2.



Now to find the coefficients.

@ ag :-}Trwf(x)dx =1J2W(i)dx 1 [x?'] 2m

0 TJo

L Ag =T

3| =

TJo

(b) a,= LW f(x)cosnxdx = 1 szr (%) cosnxdx

1 27
= —J x cosnx dx

2m 0
27 . 27 27
anz—l—j xcosnxdx = 1 ) |xsinnx —lj sin nx dx
27 Jo 2m n |lo nlo



27

1 : _
(c) b, = ;Jo f(x)sinnxdx=............

f(x) = —ao + Z{an cos nx + b, sin nx}

2 n=1
f(x)= 5 Z {b,sinnx} because a, =0
E ——smx———stx—lsme—
2 3
T 1
f(x) = =5 {smx+ 51n2x+331n3x—|— }



Example 3

Find the Fourier series for the function defined by

y f(x)=—x —-T<x<0
- f(x)=0 O<x<m
fx+2m) = f(x).

27 —T 0 T 2r X



w=1{ rwa=1[ (oax=1

-7

=\|r—*

1{°
= —— xcosnxdx
-

J =TT

’

|
|
N =

\

But cosnm =1 (n even) or —1 (n odd)

2

" In=——3 (nodd) orO

[xsmnx] ——lJO sinnxdx}
n |_. nj)_,

Ho-o-Lm )

1
N

T 0
J f(x)cosnxdx = ij (—x) cosnx dx

—_{1 - cosnr}

(n even)



9 25

™

b,,=—71;J f(x)sinnxdx=%r (—x) sinnx dx
1—71"0 -7
= —— xsinnxdx
mJ-
:_1<[( cosnx)] — cosnxdx}
T
__l{wcosn +l sin nx]° _cosnm
T n n
. | , 1
.bn——-ﬁ (n even); ~ (n odd)
1
f(x)= E--?i(cosx-+-1cos3x+—-cosSx-+— )

_|_

(sinx -lsin2x +lsin3x —--l—sin4x+ ..

2 3 4

)
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e Jika suatu fungsi mempunyai perioda T, maka deret fourier
fungsi tersebut adalah:

o0
f(t) = %ao + Z{an cos nwt + by, sin nwt}
2 o T W p2m fw
= — t)dt = —
@ =7 ft) o rwa
2 !‘T W ‘Z'IT/LU
an == | f(t)cosnwtdt =— f(t) cos nwt dt
T Jo |
2 FT W 227w
b, ==| f()sinnwtdt =-— f(t)sinnwt dt
T )o T Jo
where w = 2n ie. T= 2—”
T w



e Contoh1
— Tentukanlah deret fourier dari fungsi berikut:
2(1+1t) -1<t<0
f(t) =
0 O<t<1
ft+2) =f(t)
 Penyelesaiaan

— Pertama kita gambarkan bentuk gelombang persamaan:

y
2
y=2(1+1) i :
-1 0 1 X
— Kita peroleh:
_ap 2nrt . 2nmt
f(t) = 5 + ;{an cos——T— + b, sm—T—}

_%

o0
> + Z{an cosnnt + b, sinnnt} because T = 2
n=1



>

1

T/2 1 0
| rwar=] roa=[ 20+nar+ | ©ar
J-1 -1 0

- 0
— 2t+t2] =1
5 -1

2 T/2 1
=% j f(t) cosnmtdt = J f(t) cos nxt dt
-1

o]

T/2

2(1 +t)cosnntdt

: 0
[(1 )Sln mrt] —ir sin mrtdt}
nw -1 hm)_4

1
.

nm nm

( 0
0—0)— 2 [—COS"“} 1}:%(1%05;1@



— sehingga;

an=0 (neven), a,= ’1247 (n odd)

— Berikutnya adalah b,
0
b, = I 2(1 + t)sinnxt dt
-1

( _ 0 0
= 29 [(1 +t) €03 mrtJ +—1— I cosmrtdt}
X nm -1 nm -1
/ . £ 0
:24_1+[smn7r} :—2+ Zzz(sinmr):_i
| nm nro|_4 nr = n2mw nn

— Maka diperolehlah deret fourier dari fungsi adalah:

1 4 1 1
f(t) = 5 {coswt+9cos37rt+£c0557rt+ }

% sinnt + — 1 —sin2#t 4+ — 1 sin 37t + — 1 —sin 4nt + .
T 2 3 4
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 Tentukanlah deret fourier dari fungsi periodik

berikut:
0 -2 <t<O0
f(t) = {t O<t<g?2

f(t+4) = ().
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e Fungsi Genap (even)
— Suatu fungsi f(x) dikatakan genap jika f(-x) = f(x)

— Contoh
y=fx)=x% is an even function
because
f(=2)=4=£(2)

- f(=3)=9=F(3) etc.

=f(x) =cosx is an even
function because

COS(—x) = cosx

f(—a) =cosa = f(a).

— Grafik fungsi genap simetris terhadap sumbuy



Fungsi ganjil (odd)
— Suatu fungsi dikatakan ganijil apabila f(-x) = -f(x)
— Contoh

y=f(x)=x3 is an odd function
because

f(-2)=-8=—f(2)
f(=5)=-125 = —f(S) etc.

y y=f(x)=sinx is an
odd function because

sin(—x) = —sinx

f(=a) = —f(a).

— Grafik fungsi ganjil simetris terhadap titik asal (origin)



Contoh

— Tentukanlah, apakah fungsi berikut ini genap atau ganji?

y
1T T _
=27 -7 0 7 2r X
S A ) A A L

y
— e —— —_— 3 ————— —
___“7 M___
—1 _% 0 % T X
y




Hasi Kali Fungsi Genap dan Fungsi Ganijil

The rules closely resemble the elementary rules of signs.
(even) x (even) = (even) like (+4) % (+)=(+)
(odd) x (odd) = (even) (=) x (=) =(+)
(odd) x (even) = (odd) (=) x (+) = (-).



Dua hal penting tentang fungsi genap dan fungsi ganijil;

(a)

For an even function

[ roax=2] reax

For an odd function

[ rwax=o




Teorema |

— Jika suatu fungsi adalah genap, maka deret fourier fungsi tersebut
adalah:

1 co
oo f(x)=zap + Z dy COS NX
n=1

2
a0=7—1TJi f(x)dx=7—zrj;rf(x)dx ao=%J;f(x)dx
a":lr f(x)cosnxdx=%rf(x)cosnxdx.

[ TJo

— Sedangkan suku sinus bernilai nol; genap x ganjil = ganijil.

bnzlj f(x)sinnxdx=0. .. b, =
TJ -7



Contoh

— Tentukanlah deret fourier dari fungsi berikut:

y
1——l—j ________ 4ﬁ
—3n —7 _r 0 n m 3n X
2 2 2 2

Penyelesaian

— Karena grafik diatas adalah grafik fungsi genap, maka deret fouriernya
adalah

. 1 =
- f(x):zao+’;ancosnx
1 (" 2 (" 2 [/ 2[,.17"*
ao:;N_Wf(X)dX—;J’Of(X)dX—;JO 4dX—-7—T[4:X]O =4
1" 2
dp = — f(x)cosnxdxz—wa(x)cosnxdx
)« m™Jo




2™ 2 /2
ap = — f(x)cosnxdx=—J 4 cos nx dx
TJo T Jo
8 [sin nx] "2 8 . nr
=— = —sin—
T N | TH 2
But sinlg—r =0 for neven

=1 forn=1,5,09,...
=-1 forn=3,7, 11,... Hence the result stated.

8 1 1 1
f(x)= 2+;{cosx —gcos3x+§c055x —Cos 7X + .. }




Teorema Il

— Jika suatu fungsi adalah ganjil, maka deret fourier fungsi tersebut
hanya mengandung komponen sinus.

f (x) =) b, sinnx
n=1

by, 2Jﬂf(x) sin nxdx

T Jo

— Suku awal dan suku cosinus bernilai nol;
1(™
ao=—\| [f(x)dx. But f(x) is odd S do

),

|
-

PTT

T
ay =7—1r f(x) cosnx dx
1

s

- f(x)cosnxdx = 7_1r J (odd function)dx =0

an::

ap, =0 (including gy = 0)



e Contoh

— Tentukanlah deret fourier dari fungsi berikut:

y f(x)=-6 -T<x<0
S I 6 T f(x)=6 O<x<m
— = L f(x +2m) = f(x).
S I I ) I

e Penyelesaian

— Karena grafik diatas adalah grafik fungsi ganjil, maka deret fouriernya
adalah C -
f (x) =) b, sinnx
=1

b,,:gj ésinnxdx=12[—cosnx] =—13(1—cosn7r).
TJo Y n o TH

24 ( . 1 . 1.
f(x)=?{smx+§sm3x+§sm5x+...}
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 Tentukan deret fourier dari grafik berikut:




